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Resumo
Pierre de Fermat foi um jurista francés que viveu no século XVII e, mesmo nao sendo matematico
de formacao ou profissao, contribuiu significativamente para a ciéncia moderna, legando avangos
na Teoria dos Numeros, na Teoria da Probabilidade e em fundamentos que auxiliaram na posterior
criacao do Calculo Diferencial e Integral. Dentre suas contribui¢oes, uma anotagao informal nas
bordas de um livro tornou-se célebre, culminando em uma busca de mais de trés séculos por respos-
tas: o enunciado do Ultimo Teorema de Fermat. Nesse contexto, esta pesquisa se propde a analisar
e expor os conceitos iniciais da demonstragao desse teorema, desenvolvida por Andrew Wiles e
com contribui¢oes de Richard Taylor, explorando os aspectos histéricos e matematicos do periodo
em que o problema permaneceu sem solugao, além de destacar seu impacto no desenvolvimento
da matematica até a sua publicacao em 1995. Desse modo, o trabalho busca compreender tépicos
essenciais de Algebra Moderna necessarios para a introducéo da estrutura da prova de Wiles-Taylor,
concentrando-se no estudo de nog¢oes fundamentais de grupos, anéis e corpos.
Palavras-chave: Ultimo Teorema de Fermat. Hist6ria da Matematica. Estruturas Algébricas. Al-
gebra Moderna.

1. INTRODUCAO

No decorrer da histéria da matematica, houve muitos nomes que se destacaram, seja por
grandes descobertas e formulagdes ou até mesmo pela proposicao de desafios intrigantes. Um
deles foi Pierre de Fermat e seu teorema conhecido como o “Ultimo Teorema de Fermat”, que
movimentou a comunidade académica durante mais de trés séculos.

Fermat foi um magistrado e matematico francés que viveu no século XVII. Ele ficou co-
nhecido como o “Principe dos Amadores” pois, apesar de seu eximio conhecimento matematico,
nao exercia tal atividade como profissiao. Filho de um rico mercador de peles, Fermat teve acesso
a uma educagdo privilegiada no monastério franciscano de Grandselve, e logo apds, estudou na
Universidade de Toulouse.

Ele trabalhou em varios campos da matematica, como na cria¢ao da Teoria da Probabili-
dade, juntamente com Pascal, e formulando as bases que foram utilizadas por Isaac Newton para o
desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. No entanto, o que realmente chamava a atengao

de Fermat era a Teoria dos Numeros (I'N). Ele dedicou bastante tempo de seus estudos a essa area,
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sendo considerado um dos fundadores da Teoria dos Numeros Moderna.

Durante suas sessoes de estudo sobre a TN, utilizando o livro “Aritmética” do matematico
Diofanto de Alexandria, ele fundamentou uma conjectura derivada do conhecido Teorema de Pi-
tagoras, deixando uma pequena anotagao nas bordas de uma das paginas do livro, onde em latim
dizia:

E impossivel decompor um cubo em dois cubos, um biquadrado em dois biqua-
drados e, de um modo geral, qualquer poténcia acima de dois na soma de duas
poténcias de igual expoente. Para isso, eu descobri uma demonstracao verdadei-

ramente maravilhosa, mas a margem ¢é pequena demais para conté-la (Cardoso,
2020, p. 13).

Com este texto, ele afirma que nio existem inteiros nio nulos a, b, e ¢ que satisfagam a
equacio a” + b" = ¢" para qualquer inteiro n > 3, cuja afirmacio ¢ conhecida como Ultimo
Teorema de Fermat.

Infelizmente, ele faleceu em 1665, sem apresentar sua demonstra¢ao e, mesmo apos sua
morte, ela nio foi encontrada em nenhuma das anotacdes e documentos do acervo de Fermat.
Com tal problema, que tem um enunciado considerado de facil entendimento, Fermat desafiou as
maiores mentes matematicas do mundo, criando uma verdadeira corrida - onde a linha de chegada
era a demonstragao final do teorema - que somente foi alcangada em 1995 pelo matematico Andrew

Wiles com colaboragao de Richard Taylor.

Figura 1 - Pierre de Fermat, 1601-1665
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Fonte: Imagem retirada da internet

No decorrer desse trajeto para chegar até a obtenc¢ao da prova final, a conjectura impulsio-
nou expressivamente a construgao e evolu¢ao da matematica, fazendo com que fossem descobertas,
criadas e desenvolvidas muitas areas, como a propria Teoria dos Numeros, a Algebra Moderna e
até mesmo os primeiros usos da unidade imaginaria,i> = —1.FEste trabalho busca adentrar os aspec-
tos matematicos da demonstracio Wiles-Taylor para o UTF, focando em fundamentos da Algebra
Moderna. Espera-se compreender defini¢oes e proposi¢cdes que sao necessarias ao entendimento
do teorema proposto por Pierre de Fermat, concentrando-se, neste momento, nas estruturas de

grupos, anéis e corpos.
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2. REFERENCIAL TEORICO

A demonstra¢iao do UTF trouxe bastante notoriedade para a Matematica. Sobre sua impor-

tancia, destaca-se que:

A exposi¢ao desta conjectura proporcionou uma maior atratividade a matematica,
visto que o enunciado dado por Fermat é pequeno e de simples compreensio.
Todavia, a apresenta¢do de uma prova geral ou de um contraexemplo para o enun-
ciado cada vez mais se estabelecia como uma tarefa bastante ardua e de grande
complexidade (Cardoso, 2020, p.14).

Cardoso (2020) ainda traca uma linha do tempo destacando os principais nomes envolvidos
nas provas das “Equac¢oes Fermatianas”, como segue:

Fermat enunciou a conjectura em 1637 e, por volta de 1640, esbogou a prova para o caso
do expoente n = 4, apresentando uma importante técnica de demonstragao por contradi¢io, co-
nhecida, na literatura, como Método da Descida Infinita de Fermat, que consiste em uma “descida

infinita” de solu¢oes naturais. Pode ser aplicada também nos casos n = 3e5.

Samuel de Fermat publicou, por volta de 1670, uma edi¢io do livro Aritmética de
Diofanto com as anota¢des do seu pal.

Apenas em 1770, foi publicado o trabalho de Leonhard Euler do caso [J = 3(Equacao
Fermatiana Cubica), no qual se aplicou o conceito do nimero imaginario i = y/—1 na fatoragio.
Para o aprofundamento da prova, estudaram-se os Anéis Eisenstein. Destaca-se ainda que Euler 16
verificou “algumas pistas” nas anota¢oes de Fermat sobre a ideia da “descida infinita”, método que

nao era de facil extrapolagao.

Em 1823, Sophie Germain propos um teorema auxiliar ao Ultimo Teorema de
Fermat, dividido em dois casos. Relaciona a divisibilidade das ternas de inteiros a
certos expoentes primos (primos de Germain). Os trabalhos de Germain foram
importantes nas demonstragdes dos casos n = 5 e 7, entre outros casos.

Por volta de 1825, Dirichlet e Legendre provaram, de forma independente, o caso
particular n = 5, estudando-se a fatoragio tnica nos Anéis de Dedekind.

Dirichlet demonstrou, em 1832, o caso do expoente [ = 14.

Ja, em 1839, Lamé apresentou uma elaborada demonstra¢ao para o casol] =7, aprimorando,
inclusive, certos aspectos da prova original de Germain. Ultilizou uma expressao algébrica com

fatores lineares e quadriticos equivalente a (X + Y + Z )7 —(XT+Y "+ Z27).

Em 1847, Kummer enunciou um outro importante teorema auxiliar, também di-
vidido em dois casos, que relaciona o Ultimo Teorema de Fermat a uma impot-
tante classe de primos, denominados regulares, Uteis em varias outras demonstra-
¢oes. Assim, tendo-se um “expoente primo e regular em uma equagio fermatiana,



CONCEITOS INICIAIS PARA A DEMONSTRACAO DO ULTIMO TEOREMA

garante-se a ndo existéncia de solugdo de inteiros nao nulos.
Kummer trouxe ainda um importante método para os divisores complexos.

(Cardoso, 2020, p. 15-16).

Singh (2008), aborda como o teorema de Fermat nao foi apenas um desafio, mas também um
grande impulsionador no desenvolvimento da matematica, ampliando os seus horizontes e fazendo
com que muitos campos da area se coligassem formando uma matematica soélida e unificada, e
ainda fazendo com que surgissem novos campos de estudos que foram utilizados por Wiles em sua
demonstracao falha em 1993 e na demonstracao final em 1995.

Avila (2010) destaca a importincia de que educadores apresentem demonstracdes matema-
ticas, ou a0 menos esbogos delas, aos estudantes. Para o autor, essa pratica é fundamental para
que a Matemdtica nao seja vista apenas como um conjunto de férmulas e resultados aceitos sem
justificativa, mas como uma ciéncia construida por meio de argumentos logicos rigorosos. Nesse
contexto, o estudo de demonstracSes historicas, como a do Ultimo Teorema de Fermat, constitui
uma oportunidade de evidenciar a natureza investigativa da atividade matematica.

A demonstracio apresentada por Wiles representou mais do que a solu¢ao de um problema
historico. Seu trabalho evidenciou profundas conexdes entre diferentes areas da Matematica, espe-
cialmente entre a Teoria dos Numeros, a Algebra e a Geometria. Conceitos relacionados a curvas
elipticas, formas modulares e representacoes de Galois desempenharam papel fundamental na estru-
tura da demonstragao, mostrando que problemas aparentemente simples podem exigir ferramentas
matematicas extremamente sofisticadas.

Dessa forma, a compreensao da demonstragao Wiles—Taylor exige o estudo prévio de diver-
sas estruturas algébricas fundamentais. Entre elas destacam-se os grupos, os anéis e os corpos, que
constituem a base para teorias mais avangadas, como a Teoria de Galois. Considerando este cenario,
serdo apresentados a seguir alguns conceitos introdutérios dessas estruturas, os quais servirao de
fundamento para o desenvolvimento dos préximos trabalhos relacionados ao Ultimo Teorema de

Fermat.
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3. MATERIAIS E METODOS

A metodologia para realizacao desta pesquisa baseia-se em uma pesquisa bibliografica. De

acordo com Sousa, Oliveira e Alves (2021), a pesquisa bibliografica é:

[..] o levantamento ou revisao de obras publicadas sobre a teoria que ira direci-
onar o trabalho cientifico, o que necessita uma dedica¢io, estudo e anilise pelo
pesquisador que ird executar o trabalho cientifico e tem como objetivo reunir e
analisar textos publicados, para apoiar o trabalho cientifico (Sousa; Oliveira; Alves,
2021).

Utilizando a metodologia bibliografica, realizou-se uma pesquisa nos principais documentos,
livros, artigos e noticias a respeito da histéria de Pierre de Fermat e dos matematicos envolvidos nas
demonstragoes das “Equagoes Fermatianas™, assim como nos campos matematicos que surgiram
nesse processo.

A principal fonte histérica foi o livro do fisico Simon Singh intitulado O Ultimo Teorema
de Fermat: a histéria do enigma que confundiu as maiores mentes do mundo durante 358 anos,
mais especificamente a 13. ed., de 2008, publicada pela editora Record.

Além da pesquisa historica, para os aspectos matematicos da demonstracio do teorema,
foram utilizados os dois artigos publicados por Andrew Wiles e Richard Taylor na revista Annals
of Mathematics, sendo eles:

1. Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem (que pode ser traduzido por Curvas
elipticas modulares e o Ultimo Teorema de Fermat), com 110 péginas.

2. Ring-Theoretic Properties of Certain Hecke Algebras (que pode ser traduzido por Pro-
priedades da Teoria dos Anéis de Certas Algebras de Hecke), com 20 péginas.

3.1. ADEMONSTRAGAO FINAL

A demonstracao feita por Andrew Wiles tem infcio em 1954, com conjectura proposta pelos
matematicos japoneses Yutaka Taniyama e Goro Shimura. Na época os dois eram estudantes de
matematica da Universidade de Toquio, e pesquisavam de forma simultanea e independente sobre
formas modulares de curvas elipticas. Por serem estudantes do mesmo campus eles acabaram se
conhecendo e comegaram a trabalhar juntos nas pesquisas sobre o tema, até chegarem na conjectura

de Taniyama-Shimura.
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Figura 2 - Yutaka Taniyama Figura 3 - Goro Shimura
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Fonte: London Math Soc obituary portrait Fonte: London Math Soc obituary portrait

A conjectura de Taniyama-Shimura (CTS) estabelece que toda curva eliptica semistavel sobre
os numeros racionais é modular, sendo fundamental para a Teoria dos Nimeros. O que significa
que as curvas podem ser associadas a formas modulares, que sao figuras que possuem um alto grau
de simetria.

Em 1984 foi realizado um simpésio entre matematicos que pesquisavam sobre equagoes
elipticas, na cidade de Oberwolfach, no interior da Alemanha. Durante o evento, o matematico
Gerhard Frey propos que quem conseguisse demonstrar a conjectura de Taniyama-Shimura conse-
guiria também demonstrar o UTE Para isso ele afirmou que, se existisse uma solugio inteira e nao
trivial para a equacao de Fermat (ou seja, se o teorema fosse falso) para um expoente n > 2, entdo
a equacio a" 4 b" = " levatia a construcio de uma curva eliptica muito particular, chamada Curva

de Frey (ou curva de Hellegouarch-Frey),
y? = 2% + (AN — BN)a?2 — ANBY,
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Para concluir este pensamento Frey realizou uma manipulagao algébrica da equagao ferma-
tiana mantendo sua integridade, sendo assim, se o teorema de Fermat tivesse solugao, essa curva
teria que existir. No entanto, de acordo com Frey, essa curva possufa uma formulagio tio estranha,
que seria impossivel ela ser modular, o que é uma contradi¢ao da conjectura de Taniyama-Shimura,
pois ela afirma que toda curva eliptica deve ser modular. Sendo assim, havia duas interpretacSes da

argumentacao de Frey,

Se, e somente se, o UTF estivesse errado, entdo a equacio eliptica de Frey existe.
A equagio eliptica de Frey ¢ tio estranha que nunca poderia ser modular.

A conjectura de Taniyama-Shimura afirma que toda equacio eliptica deve ser mo-
dular.

Portanto, a conjectura de Taniyama-Shimura ¢ falsa.
Alternativamente, e mais importante, Frey podia inverter este argumento.

Se for verdadeira a conjectura de Taniyama-Shimura, entdo toda equagio eliptica
deve ser modular.

Se toda equagio eliptica deve ser modular, entdo a equacdo de Frey nio pode
existir

Se a equacio eliptica de Frey nio existe, entdo ndo podem existir solu¢des para a
equagio de Fermat.

Portanto, o Ultimo Teorema de Fermat é verdadeiro.

(Singh, 2008, p. 206).

Mesmo com toda essa légica construida por Frey, ainda faltava uma peca crucial para a
ligacao entre a conjectura de Fermat e o de Taniyama-Shimura, pois mesmo com a afirmagao da
impossibilidade de que a equacao (I) pudesse ser modular, nao tinha sido apontada nenhuma de-
monstra¢ao de tal proposi¢ao. Portanto, ainda nao se tinha provas de que a demonstragao de uma
das conjecturas implicaria que a outra também pudesse ser demonstrada.

Nesta conferéncia onde Frey elucubrou sua hipdtese, havia uma série de matematicos que
se fascinaram com a ideia, mas tinham percebido o erro presente em sua corrente de pensamento,
o que gerou uma espécie de corrida para provar que a curva de Frey ndo poderia ser modular. A
principio parecia ser um problema muito simples, considerado até elementar por matematicos mais

experientes, porém tal impasse se mostrou bastante complexo.
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Um dos matematicos que estavam na conferéncia era Ken Ribet, um professor da Universi-
dade da Califérnia, que também tentava provar a nao modularidade da curva de Frey, ele trabalhou
cerca de 18 meses nessa pesquisa, conseguindo provas apenas para alguns casos especificos de mo-
dularidade. Até que, em 1986, aconteceu o Congresso Internacional de Matematica em Berkeley,
nos BEUA, e Ribet em conversa com outro matematico, o professor Barry Mazur, conseguiu a pega
que precisava para a generalizacio de sua demonstragao.

Assim, Ribet provou a ligacdo entre a equacdo de Fermat e a conjectura de Taniyama-
Shimura, sendo um dos avangos mais significativos até a demonstragao de Wiles.

Andrew Wiles ¢ um matematico britanico que conheceu o Teorema de Fermat ainda crianga

e cresceu fascinado com a possibilidade de um dia conseguir prova-lo. Wiles afirma:

Por acaso, estava folheando livros na biblioteca puiblica da minha cidade e encon-
trei um livro de matematica que contava um pouco da histéria desse problema:
alguém o havia resolvido ha 300 anos, mas ninguém jamais tinha visto a demons-
tragdo. Ninguém sabia se havia uma demonstragiao. E desde entdo, as pessoas a
procuravam. E ali estava um problema que eu, com dez anos de idade, conseguia
entender, um problema que nenhum dos grandes matematicos do passado havia
conseguido resolver. E a partir daquele momento, é claro, eu simplesmente tentei
resolvé-lo sozinho. Era um desafio e tanto, um problema tio belo. Esse problema
era o Ultimo Teorema de Fermat. (Lynch, 2016)

Ele se formou bacharel em matematica pela Universidade de Oxford em 1974 e, em seguida,
ingressou no Clare College, em Cambridge, para cursar o doutorado. Em 1981, assumiu uma posi-
¢ao no Instituto de Estudos Avangados de Princeton, sendo nomeado professor em Princeton no
ano seguinte.

E, entdo, em 1986 ele fica sabendo sobre a conexdo das conjecturas feitas por Frey, mas
sem muita esperanca de que aquela afirmagao pudesse resultar na real demonstragao. Wiles s6 ficou
convencido de que seria possivel provar o UTF quando ele descobriu que Ribet havia conseguido

provar a modularidade da Curva de Frey. Andrew afirmou

Eu estava na casa de um amigo tomando cha gelado no inicio da noite, quando
ele mencionou casualmente, no meio da conversa: A propédsito, vocé soube que
Ken Ribet provou a conjectura épsilonr”. Fiquei simplesmente eletrizado. Na-
quele instante, soube que o rumo da minha vida estava mudando, porque isso
significava que, para provar o Ultimo Teorema de Fermat, eu s6 precisava pro-
var a conjectura de Taniyama - Shimura. A partir daquele momento, foi nisso
que me concentrei. Bu simplesmente sabia que chegaria em casa e trabalharia na
conjectura de Taniyama - Shimura (Lynch, 1997).

Depois disso, ele se dedicou a tentar resolver a conjectura de Taniyama-Shimura, com o

objetivo de provar o UTT, abdicando de todas as pesquisas que estava realizando no momento e se

10
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dedicando de forma integral a tentativa de demonstrar a CTS e ministrar suas aulas na universidade.
Ele trabalhou nessa demonstracao por cerca de sete anos, de forma totalmente reclusa. Wiles nao
quis compartilhar seu trabalho com ninguém, mantendo-o em segredo.

Para comegar sua pesquisa, Wiles utilizou um conceito criado por Galois chamado Teoria
dos Grupos, usando-a como ferramenta para generalizar a CTS.

O que tornava tao dificil a prova da conjectura era sua generalizacao infinita, pois, para
afirmar com toda certeza que a proposi¢ao era valida, era preciso provar sua aplicabilidade a qualquer
curva eliptica existente.

Para isso, Andrew teria que provar que cada elemento de uma série E(FEy, s, Es, ..., E,) (o
que seria o equivalente as equagoes de curvas elipticas existentes) seria igual a cada um dos elementos
da série M (M, My, M3, ..., My )(que seria o equivalente as modularidades de cada uma das curvas
elipticas da série E).

Para tal, ele pretendia utilizar um método de demonstracao conhecido como Principio da
Inducao Finita, que consiste em provar que um argumento ¢ veridico para um caso base n de um
conjunto de elementos, e apos isso mostrar que esta proposi¢ao também ¢ valida para o caso 1 + 1,
assim obtendo uma generalizacio para qualquer elemento deste conjunto.

Assim, através desses artificios matematicos, em alguns meses Wiles ja conseguia igualar as
curvas elipticas a sua forma modular, dividindo-as nos grupos propostos por Galois. Além disso,
nesse momento ele também j4 conseguia igualar os primeiros termos das séries E e M (E; = M).

Agora o grande desafio de Wiles era provar que ao igualar os primeiros elementos dessas
séries, ele poderia fazer a generalizagdo utilizando a argumentagao da inducao finita.

Enquanto ele trabalhava para conseguir essa demonstracao, em 1988 outro matematico cha-
mado Yoichi Miyaoka, da Universidade Metropolitana de Téquio, anunciava que havia conseguido
provar o UTE, porém utilizando um caminho diferente de Wiles. Miyaoka construira sua prova
utilizando a geometria diferencial ligada a Teoria dos Numeros. Porém, durante as duas semanas
apos o seu anuncio, sua pesquisa foi submetida a um rigoroso processo de verificagao, e, para a
infelicidade de Yoichi, havia um erro 16gico na sua construgao, sendo assim o UTF permanecia
intacto.

Depois da tentativa frustrada de Yoichi, Wiles deu prosseguimento em suas pesquisas.
Mesmo com os avangos obtidos sob o viés da teoria de Galois, ele ainda nao havia conseguido
dar continuidade em sua argumentagao indutiva finita, resolvendo, entdo, utilizar um método que

aprendeu durante o seu doutorado em Cambridge, denominado Teoria de Iwasawa. A Teoria de

11
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Iwasawa é uma area da Teoria dos Numeros que estuda como certos objetos aritméticos se com-
portam em sequéncias infinitas de corpos numéricos, no entanto ela ainda nao se encaixava na
demonstra¢do, mas Wiles acreditava que poderia adapta-la para alcangar seu objetivo.

Mesmo realizando uma série de adaptagoes, a Teoria de Iwasawa nao se mostrou eficiente,
forcando Wiles a buscar outro meio para conseguir generaliza¢oes. Ele ja ndo conseguia encontrar
nenhum artificio que pudesse ser util em seu célculo, entdo resolveu voltar-se a comunidade de
matematicos novamente para buscar algo que lhe fosse util.

Em 1991, Wiles participou de uma convengao sobre equagdes elipticas realizada em Bos-
ton, onde encontrou John Coates, um matematico que havia sido seu orientador de doutorado.
Enquanto os dois conversavam, Wiles fez questio de nio exprimir nenhuma pista sobre o que es-
tava trabalhando e, no decorrer da conversa, ficou sabendo de um estudante chamado Matheus
Flach, que estava aprimorando um certo método de andlises de curvas elipticas criado por Victor
Kolyvagin.

Wiles se interessou bastante pelo método Kolyvagin-Flach (MKT) e acreditava que conse-
guiria utiliza-lo para os seus calculos, ele entdo se dedicou a aprender o método, mas teve uma certa
dificuldade, pois era uma matematica totalmente nova e complexa. Voltando a sua pequena sala na
Universidade de Princeton ele conseguiu ao longo de meses se familiarizar com MKEF, e ja conseguia
demonstrar a modularidade de algumas curvas elipticas.

Um dos grandes obstaculos do uso do MKEF, era que o método nao funcionava com todas as
equagoes elipticas existentes, entao Wiles precisou fazer um grande esforco para conseguir adapta-lo,
a fim de conseguir uma generalizacdo que tornaria possivel sua prova por indu¢ao. No decorrer de
suas pesquisas Wiles percebeu que as equagoes elipticas poderiam ser agrupadas em determinados
grupos que tinham caracteristicas distintas entre si.

Ele foi progredindo de forma linear em demonstrar a modularidade de cada um desses
grupos que ele projetou, um trabalho que durou cerca de 2 anos. Mesmo com o progresso alcangado,
Wiles tinha duvidas sobre seu uso do método Kolyvagin-Flach, e decidiu que precisava de ajuda de

alguém que fosse especialista no campo em que ele trabalhava:

Durante aquele ano eu trabalhei muito duramente tentando fazer o método
Kolyvagin-Flach funcionar, mas isso envolvia ferramentas sofisticadas com as
quais eu nio estava familiarizado. Havia um bocado de algebra complexa que
exigia que eu aprendesse muita matematica nova. Entdo, em janeiro de 1993, eu
decidi que precisava de um conselho de alguém que fosse especialista no tipo de
técnicas geométricas que eu estava invocando na demonstragdo. Eu tinha que
escolher com cuidado para quem contaria meu segredo, porque ele teria que ser
mantido em sigilo. Resolvi falar com Nick Katz (Singh, 2008, p. 245-246).
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Nicholas Katz, assim como Wiles, era professor na Universidade de Princeton, ele realizava
pesquisas em Teoria dos Numeros e Geometria Algébrica Aritmética. Andrew procurou Katz em
uma tarde como todas as outras e pediu que ele fosse até o seu escritorio. Quando Katz chegou 1a,
ficou maravilhado com a ideia de Wiles de provar a conjectura de Taniyama-Shimura.

Durante essa pequena reuniao, Wiles explicou uma boa parte de sua corrente de raciocinio,
no entanto, havia muitos calculos que precisavam ser revisados, e essas pequenas reunides nao

seriam suficientes para que isso fosse possivel. Katz afirmou:

O que Andrew tinha que me explicar era tdo grande e longo que nio daria certo
tentar mostrar-me em seu escritorio, durante conversas informais. Para algo tio
grandioso, nés precisivamos montar uma estrutura formal de aulas semanais; de
outro modo, a coisa iria se degenerar. E assim decidimos criar um curso com
varias aulas (Singh, 2008, p. 246-247).

Entio para que isso fosse possivel, Andrew anunciou uma série de palestras intituladas ‘Cal-
culos em Curvas Elipticas’, que seriam abertas 2 comunidade académica de Princeton e que Katz
estaria na plateia. Sendo assim, Wiles ia explicar toda sua demonstragao e os outros estudantes
que nao sabiam do que se tratava ndo iriam perceber que todo aquele calculo era uma possivel
demonstra¢dao da conjectura de Taniyama -Shimura.

No inicio o curso chamou aten¢ao de uma boa parte dos estudantes, mas com o passar das
aulas as cadeiras foram ficando vazias até que ficasse apenas Nick, que cuidadosamente analisava
cada passo da demonstragdo de Wiles. Quando o curso terminou niao havia mais davidas de que
MKTF funcionava perfeitamente, assim Wiles deu continuidade a sua demonstragao.

Em uma tarde no final de maio de 1993, Andrew estava trabalhando em sua conjectura e se
deparou com um trabalho de Barry Mazur, e viu uma frase que lhe chamou atencao, ela falava sobre
a teoria da deformacao de representagoes de Galois, uma técnica desenvolvida no século XIX. Ele
entdo viu ali uma maneira de fazer com que o método Kolyvagin-Flach funcionasse para o ultimo
grupo de equagdes elipticas que faltava.

Assim, ap0s sete anos de trabalho Wiles finalmente acreditava ter encontrado a demonstra-
¢ao para o tao grandioso Ultimo Teorema de Fermat.

Wiles entao resolveu apresentar sua demonstragdo em uma conferéncia sobre Teoria dos
Nuameros, que aconteceu por volta de maio de 1993 em Cambridge, Intitulada “Fun¢oes Le Arit-
mética”. Esse evento tinha sido organizado por John Coates, que, como ja citado anteriormente,
tinha sido o orientador de doutorado de Andrew, que o convidou para ministrar duas palestras.

Wiles tinha informado a Coates que tinha algo grande para suas palestras, entio John decidiu
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disponibilizar um de seus proprios horarios de palestra para que Andrew pudesse apresentar seu
trabalho, mesmo sem saber sobre o que se tratava.

Nas trés palestras ministradas, Wiles desenvolveu sua demonstragiao deixando todos os ma-
tematicos que estavam presentes entusiasmados e maravilhados com tudo o que estava sendo apre-
sentado. Uma matematica totalmente nova estava sendo exibida, instigando a curiosidade de todos
presentes.

Ap6s essa série de palestras, Wiles recebeu um gigantesco destaque da midia, sendo a pri-
meira pagina dos principais jornais da época, estampando paginas de revista onde foi eleito como
uma das vinte e cinco pessoas mais interessantes do mundo e sendo ainda convidado para fazer parte
da propaganda de uma marca de vestuario que pretendia langar uma cole¢ao de roupas masculinas.

Assim, tendo todos os olhos da comunidade académica voltados ao seu trabalho, os manus-
critos de Wiles foram submetidos a um rigoroso processo de revisao pela revista a que foi submetido,
chamada Inventiones Mathematicae. Os trabalhos académicos submetidos em revistas costumam
passar por um pequeno grupo de até trés revisores, no entanto o editor da revista, o matematico
Barry Mazur, decidiu que o trabalho de Wiles precisava de uma equipe maior. Assim foi formada
uma equipe de seis revisores, sendo eles:

Nicholas Katz (especialista em curvas elipticas)

Barry Mazur (especialista em curvas elipticas e formas modulares)

John Coates (orientador de doutorado de Wiles e especialista em fungdes Lp-adicas)

Ken Ribet (matematico cujo trabalho — o Teorema de Ribet — foi crucial para a abordagem
de Wiles, pois conectou de forma definitiva a conjectura de Taniyama-Shimura e o UTF)

Richard Taylor (ex-aluno de Wiles, que mais tarde colaborou com ele para corrigir a falha
na prova original e foi coautor do segundo artigo complementar)

Os meses ap6s o anuncio da prova da conjectura de Taniyama-Shimura foram de espera
pela corregao da equipe revisora. As 200 paginas do trabalho de Wiles foram divididas em segoes,

que foram distribuidas aos seis matematicos.

3.1.1. ERRO FUNDAMENTAL

Wiles ja esperava que houvesse muitas davidas e correcOes feitas pelos revisores, que aos
poucos foram sendo sanadas e ajustadas através de e-mails entre ele e a banca. Durante a corre¢ao
de sua sec¢ao, Katz teve uma ddvida a respeito de uma ligacdo légica no uso do método Kolyvagin-
Flach e como de costume enviou um e-mail a Wiles, que apds muitas duvidas acreditava ser apenas

mais uma corre¢ao de simples solugao.
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Katz insistiu bastante nesse trecho, o que fez com que Wiles o revisse com bastante aten¢ao
e, nesse momento, ele percebe um erro fundamental em sua demonstracao. O problema encontrado
consistia na ideia de que a afirmagao feita por Wiles de que o método Kolyvagin-Flach funcionava
para todas as equagoes elipticas estava equivocada.

O método desenvolvido por Kolyvagin funcionava para determinadas equagoes elipticas em
situagdes especificas e Wiles havia o adaptado para funcionar em sua demonstracdo, no entanto a
ideia estava errada. A generalizagdo feita por Wiles estava incorreta e devido a este erro a sequéncia
légica de prova por indugao de que ele desenvolveu nao funcionava mais.

Devido a confidencialidade do processo de correcdo da pesquisa este assunto nao foi a
publico, sendo assim Wiles iniciou uma corrida contra o tempo para tentar encontrar uma maneira
de corrigir este erro.

Ele passou todo o restante do ano de 1993 tentando resolver esse problema sem obter

sucesso em sua busca.

3.1.2. BUSCANDO UMA SOLUCAO

Nos meses que se seguiram apos o encontro do erro, a comunidade académica comegava a
desacreditar que Wiles havia realmente provado a conjectura de Taniyama-Shimura. O manuscrito
com a prova ainda permanecia confidencial sendo de conhecimento apenas da banca de corregao e
de Andrew Wiles, o que alimentava ainda mais a ideia de que ele nao provara o teorema.

Wiles continuou a sua procura por uma solu¢ao para o seu problema conectivo logico. Ja
havia se passado todo o inverno do final de 1993 e ele ainda nao havia encontrado nenhuma solugao
para o seu obstaculo. Ja estava prestes a desistir e publicar toda a sua demonstra¢io, mesmo que de
forma incompleta.

Durante todo esse periodo em que ele buscava uma solugdo para o problema, Wiles se
isolou do mundo, mesmo com toda a repercussao sobre sua demonstracao e os boatos sobre a
incompletude dela. Uma das tnicas pessoas com quem Wiles compartilhava sobre seu trabalho era
Peter Sarnak, um amigo e também professor do departamento de matematica de Princeton, que
entrou na universidade no mesmo momento que Andrew.

Sarnak aconselha o amigo a procurar alguém para lhe ajudar com seus calculos, uma pessoa
que revisasse o que ele vinha desenvolvendo para ter uma visdo externa no problema. Wiles pensou
bastante no conselho do amigo e decidiu convidar Richard Taylor, um de seus ex-alunos e revisor
de sua demonstragao. Taylor morava na Inglaterra e foi passar uma temporada na Universidade de

Princeton para trabalhar no teorema com Wiles.
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Juntos, Wiles e Taylor, comegaram a revisar os manuscritos do capitulo 3 da demonstragio,
onde estava o problema. Eles passaram todo o més de janeiro de 1994 revisando os calculos uti-
lizando o método Kolyvagin-Flach, e mesmo assim ainda nao conseguiram pensar em nenhuma
saida para o problema.

No més de abril de 1994, um matematico chamado Noam Elkies, anunciou que havia encon-
trado um contraexemplo para o Ultimo Teorema de Fermat. Elkies ja havia ficado famoso por ter
encontrado uma contraexemplo para a conjectura de Euler, e agora afirmava ter encontrado uma
solugdo para a equagdo fermatiana envolvendo um expoente primo incrivelmente grande (Maior
que 1029),

A noticia dessa solucido se espalhou rapidamente, o que deixou Wiles extremamente aba-
lado com a ideia de que sua demonstragao era totalmente falsa. Depois de toda a repercussio foi
constatado que a noticia nao passava de uma brincadeira feita por Elkies, pois o e-mail afirmando
que ele encontrou a contraprova foi enviado dia 1 de abril (data que o ocidente considera o dia da
mentira).

Ap6s a confirmagao de que a contraprova encontrada por Elkies era apenas uma brincadeira
de 1 de abril, Wiles continuou a sua procura por uma solugao para o seu problema conectivo logico.
Com a chegada do final de 1994, Wiles ainda nao havia superado o obstaculo que comprometia sua
demonstragdao. Depois de meses dedicados a busca por uma solugio, passou a considerar a possibi-
lidade de divulgar o trabalho desenvolvido até aquele momento, mesmo que a prova permanecesse
incompleta.

Faltava apenas um meés para que Taylor retornasse a Inglaterra e ele convenceu Wiles a
continuar tentando nesse ultimo meés antes de desistir de resolver o problema.

Enquanto Taylor explorava novos métodos para resolver o problema, Wiles decidiu revisar
todo o método Kolyvagin-Flach para pelo menos encontrar o motivo pelo qual o seu trabalho havia
fracassado. E foi durante essa busca pela origem de seu erro que Wiles encontrou a solugao para

seu problema, que de acordo com suas palavras:

Eu estava sentado diante de minha escrivaninha, na manha da segunda-feira, 19 de
setembro, examinando o método Kolyvagin-Flach. Nio ¢ que eu achasse que po-
deria fazeé-lo funcionar, mas achava que pelo menos poderia explicar por que nao
funcionava. Achava que estava me agarrando nos ultimos fios de esperanga, mas
queria me tranquilizar. Subitamente, de um modo totalmente inesperado, eu tive
esta incrivel revelagcdo. Eu percebi que, embora o método Kolyvagin-Flach nio
estivesse funcionando completamente, ele era tudo que eu precisava para fazer a
minha teoria original Iwasawa funcionar. Percebi que tinha o suficiente do mé-
todo Kolyvagin-Flach para construir minha abordagem original do problema nos
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primeiros trés anos de trabalho. Assim, das cinzas de Kolyvagin-Flach, parecia
surgir a verdadeira resposta para o problema (Singh, 2008, p.277).

E assim, depois de 7 anos de trabalho, Wiles finalmente havia encontrado a solugao para o
Ultimo Teorema de Fermat, criando essa conexio entre os métodos de Kolyvagin-Flach e a Teoria
de Iwasawa. De forma separada essas abordagens nio funcionavam para demonstrar o UTE, mas
juntas os seus resultados se complementavam. Ele fez isso trabalhando com a hip6tese de que certas
algebras de Hecke sao interse¢oes locais completas.

Depois de resolvido totalmente o teorema, Wiles publicou seus dois artigos contendo a
demonstragao, o primeiro sendo o manuscrito das palestras em que ele apresentou a sua primeira
demonstra¢ao e o segundo que ele publicou juntamente com Richard Taylor que continha a conexao

entre os métodos que ele utilizou.

3.3.3. GRUPOS, ANEIS E CORPOS

A estratégia utilizada por Wiles e Taylor para demonstrar o Ultimo Teorema de Fermat
envolve ferramentas sofisticadas da Algebra Moderna. Entre elas destacam-se a Teoria de Galois
e o estudo de representagoes associadas a grupos de Galois. Dessa forma, torna-se necessario
compreender inicialmente algumas estruturas algébricas fundamentais, como grupos, anéis e corpos,
que constituem a base tebrica para os topicos que serdo abordados nos préximos estagios desta
pesquisa.

Nesta se¢ao serdo apresentados conceitos e defini¢oes de autores como Domingues e lezzi
(2018), Vieira (2015), Martin (2010) e Yartey (2017).

Defini¢cao 3.1 - Um grupo consiste num conjunto nio vazio G munido de uma operagio

binaria, denotada por,

O:GxG—=d

(a,b)7alb

que satisfaz os seguintes axiomas:

(a1 b) e =dal(bc),Va, b ce G (G

Jdee G,talqueella =ale=a,Vae G (G2

Va € G,3d' € G,talque alld’ = a'la = e (G3)

Se, além disso, ainda se cumprir o axioma da comutatividade

bl
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alb="bla,Va,be G, (G4
o grupo recebe o nome de grupo comutativo ou abeliano.
No decorrer do trabalho serd usado a notagdo (G, 1) para representar grupos quaisquet.

Definigido 3.2 - Seja (G,[]) um grupo. Um subconjunto H C G ¢é um subgrupo de G se:

HAD

H ¢ fechado para a operacgio de G, ou seja,

albe H,Ya,b e H

(H,[7) também é um grupo

Usaremos a nota¢ao H < G para quando H for um subgrupo de G.

Defini¢io 3.3 - Seja (G,[1) um grupo. Um subgrupo H de G é chamado de subgrupo
normal, e denotado por H G,quando

alhla' € HVa € G,Yh € H.

Defini¢ao 3.4 - Um Homomotfismo de um grupo (G,[]) em um grupo (J,-) é uma
aplicagiaof : G — J tal que

f(d1b) = f(a)- f(b),Va,b € G.

Defini¢do 3.5 - Seja (G,[1) e (J, -) dois grupos e f : G — J um homomorfismo entre eles.
O nicleo de f € o subconjunto de GG, denotado por N( f), definido por

N(f) ={a € G|f(a) = ¢}

sendo €; o elemento neutro do grupo J.

Definicio 3.6 - Seja f : G — J um homomorfismo.

Se f ¢é injetora, dizemos que ela é um monomotfismo.

Se f ¢é sobrejetora, dizemos que ela é um epimotfismo.

Se f é bijetora, dizemos que ela é um isomorfismo.

Se f é um isomotfismo e G = J, dizemos que f é um automorfismo

Defini¢io 3.7 - Sejam (G,[]) um grupo e H um subgrupo normal de G (H[] ). Denota-

mos por,

G/H ={aH|a € G}
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o conjunto das classes laterais a esquerda com respeito a 1.
Proposi¢ao 3.8 - Se definirmos a seguinte operac¢ao binaria no conjunto das classes laterais

G/H,

1 :G/HxG/H— G/H

((aH), (bH)) (a7 b)H

ela estd bem definida.
Demonstragio: Suponha que a,a’,b,b" € G tais que aH = o’'H ¢ bDH = VH. Entio
a' = alhy et = b hy para algum hy, hy € H. Entio por definicio,

J(dH,VH) = (d0V)H

= ((aThy) 1 (b hy))H

= (a1 hy[1b)H pois hy € H

= (a1 hy)Hb pois H ¢ normal

= aHbpois hy € H

= (al1b)H pois H é normal

Portanto L] é bem definida.

Teorema 3.9 - Se (G,[]) é um grupo e H[1 G, entio G/ H ¢é um grupo munido da operagio,
aH1bH = (d1b)H,

o qual é chamado de grupo quociente de G médulo H.

Demonstragio:

(i) Sejam aH,bH,cH € G/H. Como G é um grupo, vale que a(bc) = (ab)c, temos que,

(aHObH)cH = (dJb)H cH

— ((a1b) 1) H

= (aJ(bc))H
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= aHO (b1 ¢)H

=aH (bHcH)

(ii) Como G é um grupo, sabemos que ele possui um elemento neutro e, portanto, [ = eH.

Temos,

aoHUUH =aHlleH

= (dJe)H

=aH

= (ela)H

=eHOaH

= HaH,Va € G

Logo H ¢ o elemento neutro de L]

(ili) Como G ¢ um grupo, todo @ € G possui elemento inverso @’ € G. Temos,

aH1d'H = (alla')H

eHd

= (aa)H
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=adHlaH

Logo, a’H ¢ o elemento inverso aH para operagio [].

Portanto de (i), (i) e (iii) concluimos que (G /H,[1) é um grupo.

Teorema 3.10 (Fundamental do Homomortfismo) - Seja f : G — J um homomotfismo de
grupos. Entao,

G/N() Tm(f).

Esse resultado estabelece uma relacao fundamental entre os conceitos de homomorfismo,
nucleo e grupo quociente, mostrando que a imagem de um homomorfismo pode ser descrita, a
menos de isomorfismo, pelo quociente do grupo dominio pelo seu nicleo.

Outras estruturas que serdo apresentadas a seguir sio os anéis e corpos, que sao muito
importantes visto que eles podem ser compreendidos como ampliagoes do conceito de grupos,
adicionando novas propriedades operatorias.

Defini¢io 3.11 - Um anel é uma terna (4, [, -) que consiste num conjunto nio vazio A e

um par de operagdes sobre A, respectivamente uma adi¢ao () e uma multiplicagao (-),

(a,b) e Ax Allallb € A

(a,b) e Ax Alla-be A

satisfazendo os seguintes axiomas:

(A,[7) é um grupo abeliano, ou seja:

dl(blc) = (alb)lc,VYa,b, c € A;
alb="bla,Va,be A,

404 € A talque d 104 = 04l la = a,Va € A;
Va € A,3a’ € A, talque ala’ = a'lla = Oy;
A operagao - atende a propriedade associativa, isto é:
a-(b-c)=(a-b)-cVa,b,ce A.

A operagio - ¢ distributiva em relacdo all:
a-(bc)=a-bla-cVa,bce A
(ab)-c=a-dlb-c,Va,b,c € A.

Definicio 3.12 - Seja (A, [, -) um anel. Diz-se que um subconjunto L C A é um subanel
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de A se:

L#40

L ¢ fechado para a operacio de A, ou seja,

albe L,Ya,be L

a-be L,Va,be L

(L,[7,-) também é um anel

Defini¢do 3.13 - Seja (A,[1, -) um anel. Se a operagio - satisfaz a comutatividade, isto &,

a-b="b-a,Va,be A,

entdo dizemos que A é um anel comutativo.

Defini¢cao 3.14 - Seja (A,[1, -) um anel. Se a operagdo - possui um elemento neutro, isto &,

Jla€eA1y4#0,talquea-1y=14-a=a,Va € A,

entdo se diz que 14 é a unidade de A e que A é um anel com unidade.

Definigdo 3.15 - Seja (A, [, -) um anel comutativo com unidade. Se para esse anel vale a lei
do anulamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo

a-b=04gk,

em que a,b € A, s6 for possivel para

a=040ub=0yk,

entdo se diz que A é um anel de integridade ou um dominio de integridade.

Defini¢io 3.16 - Um homomorfismo de um anel (A,[1,-) em um anel (B,[1,[]) é uma

aplicagio f : A — B, tal que, para quaisquer a,b € A,

fladb) = f(a)d f(b)
fla-b) = fa)d f(b).

Defini¢io 3.17 - Seja f : A — B um homomotfismo de anéis e seja Op o elemento neutro

da primeira operagio do anel B. Chamamos de nticleo do homomorfismo f, denotado por I(f),

o subconjunto de A definido por,
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I(f) ={a € Alf(a) = 05}

Defini¢do 3.18 - Seja f : A — B um homomotfismo.

Se f ¢é injetora, dizemos que ela é um monomorfismo de anéis

Se f é sobrejetora, dizemos que ela é um epimorfismos de anéis.

Se f ¢é bijetora, dizemos que ela é um isomorfismo de anéis. Neste caso, dizemos que 0s
anéis A e B sdo isomotfos e denotamos por Al B.

Se f é um isomotfismo e A = B, dizemos que f é um automorfismo de anéis.

Defini¢do 3.19 - Seja (A, ) um anel. Um subconjunto nio vazio I C A, é chamado de

ideal de A se satisfazer as seguintes proptiedades:

al(=b)el,Ya,bel

a-beleb-ael,VYae AVbe Il

Defini¢io 3.20 - Um anel comutativo com unidade (X,[1,-) é chamado de corpo se todo
elemento nao nulo possui inverso multiplicativo.

Defini¢io 3.21 - Seja (K,[1,-) um corpo. Diz-se que um subconjunto F' C K ¢é um

subcorpo de K se:

F 4D

F’ ¢ fechado para as operacoes de K, ou seja,

albe F¥Ya,be F

a-be F,Va,beF

(F,[1,-) também ¢é um corpo.
Defini¢ao 3.22 - Seja K um corpo qualquer. Um polindmio sobre K em uma variavel x é

uma soma infinita formal
infty

f(x) = Zaia:i = ap+ a17 + apz® + 000 + a 2™ + 0010,
i=0
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em que a; € K, paratodoi € U{0} e a; # 0 apenas para um niimero finito de valores de
tou seja, existe m € tal que a; = 0 para qualquer 7 > m. O conjunto de todos estes polindmios,
sob as operagdes usuais de adigio e multiplicagio de polindmios, é denotado por K[X] e chamado
de anel de polinémios sobre K.

O estudo das extensoes de corpos esta intimamente relacionado ao estudo de polindmios.
Uma das ideias centrais da Teoria de Galois consiste em investigar as simetrias existentes em exten-
soes de corpos obtidas a partir das rafzes de determinados polinomios. Essas simetrias sao descritas
pelos automorfismos de corpos e dio origem aos chamados grupos de Galois.

Definicao 3.23 - Sejam K e I dois corpos tais que F' é um subcorpo de K. Dizemos que
K ¢é uma extensio de corpo (ou simplesmente uma extensio) de F', denotada por K: F. O corpo
F' ¢ chamado de corpo de base da extensio.

Defini¢io 3.24 - Um homomortfismo de um corpo (K1, ) em um corpo (F,[1,[]) é uma

aplicagdo f : K — F' tal que, para quaisquer a,b € K,

fladb) = f(a)] f(b)

fla-b) = fla) f(b)

f(lg) =1F

Defini¢cao 3.25 - Seja f : K — F um homomotfismo de corpos.

Se f é injetora, dizemos que ela ¢ um monomotfismo de corpos.

Se f é sobrejetora, dizemos que ela é um epimorfismo de corpo.

Se f ¢é bijetora, dizemos que ela é um isomorfismo de corpos.

Se f é um isomotfismo e K = F', dizemos que f é um automorfismo de corpo.

O conjunto de todos os automotfismos de um corpo K ¢ denotado por Aut(K).

Os conceitos apresentados nesta se¢ao constituem o ponto de partida para o estudo da
Teoria de Galois, tema que desempenha papel central na matematica utilizada por Wiles e Taylor na

demonstra¢io do Ultimo Teorema de Fermat.
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4. RESULTADOS ESPERADOS

Espera-se apresentar aspectos iniciais da demonstragao desenvolvida por Andrew Wiles e
Richard Taylor, analisando seus aspectos tedricos e estabelecendo o escopo matematico utilizado,
abordando como foi feita a ligagdo entre a conjectura de Taniyama-Shimura e o Ultimo Teorema

de Fermat.
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